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MA3001                 Semester B, 2018-19 

Solution to Problem Set 3: Laplace Transform 
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(e)  sin sin cos cos sint t t         

 ⇒   ℒ[sin(𝜔𝑡 + 𝜃)] = ℒ[sin 𝜔𝑡 cos 𝜃 + cos 𝜔𝑡 sin 𝜃] = cos 𝜃 ℒ[sin 𝜔𝑡] + sin 𝜃 ℒ[cos 𝜔𝑡] 
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4. (a) Let   cosf t t t . 
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(b) Take Laplace transform 
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            0 2           0 2

2 1   22 2    2

s s te e
t t u t t

t ts s s

t tt t

t tt t

         
                  

   
  

    

- 1 - 1 - 1L L L

 

   

 

2 2

22 2 2

  0       0 21 1
2

2     2

            0 2           0 2

2 1   22 2    2

s s te e
t t u t t

t ts s s

t tt t

t tt t

         
                  

   
  

    

- 1 - 1 - 1L L L

   

 

6. (a)  

   

 

0 0

0 0 0 0

2 2

0 0

0 0

sin cos sin cos sin cos cos sin sin

1 cos2
cos sin cos sin sin sin cos sin sin sin

2

sin 1 cos2 cos sin sin sin sin 2
cos sin

2 2 2 2 2 4

co

t t

t t t t

t t

t t

t t t d t t d

t d t d t d t d

t t t t t
t t d d

      


        

  
 

    


   

 
      

 



 

   

 

2 2 2s sin sin sin sin 2 cos sin sin cos sin sin

2 2 4 2 2 2 2

t t t t t t t t t t t t t t
     

 

(b) 

 

2

2 2 22 4 44

s s s

s ss
 

 
 

L –1

 

2

2 2 2 2
2

cos 2 cos 2
2 44

s s s
t t

s ss

 
                 

 

- 1 - 1 - 1L L L L –1

 

2

2 2 2 2
2

cos 2 cos 2
2 44

s s s
t t

s ss

 
                 

 

- 1 - 1 - 1L L L L –1

 

2

2 2 2 2
2

cos 2 cos 2
2 44

s s s
t t

s ss

 
                 

 

- 1 - 1 - 1L L L . 

     ag t f t a u t 
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   
0 0

2

0 0

0 0

0 0

cos 2 cos 2 cos 2 cos 2 cos 2 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2

cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 cos 2

1 cos 4 sin 4 sin 4 cos 4
cos 2 sin 2 cos 2 sin 2

2 2 2 8 8

sin 4
cos 2

2 8

t t

t t

t t

t t

t t t d t t d

t d t d

t d t d t t

t t
t

      

    

    
 

    

 

    
        

   

 
  

 

 

 

 

 22

1 cos 4 cos 2 sin 4 cos 2 sin 2 sin 2 cos 4
sin 2

8 2 8 8 8

sin 2 2cos 2 1cos 2 2sin 2 cos 2 sin 2 cos 2 sin 2 sin 2 cos 2 sin 2

2 8 8 8 2 8 8 2 4

t t t t t t t t
t

t tt t t t t t t t t t t t

 
     

 


        

 

7. Take Laplace transform  

           2 1
" 2 ' 0 ' 0 2 0

1

xy y y e s Y s sy y sY s y Y s
s

            
 

     

 
   

 

     

 

   

   

2

3 2 22 2 2

3 2

1 1
2 1 2 1 2 1 1

1 1

2 1 2 11 1 1 1

2 1 1 2 1 2 1 1 1 1

1 2! 2 1

2 11 1

s s Y s s s
s s

s s
Y s

s s s s s s s s s s

ss s

         
 

 
      

         

  
 

 

So   y x   L 1  Y s   = 
1

2
L 1

 
3

2!

1s

 
 

  

2 L 1 1

1s

 
  

L 1

 
2

1

1s

 
 

  

 

= 
2

2
2

x
x xe x

e e x   

 

8.  

     

2

2

2

2

4
2 3 2 2 3

2 3 0

2 3 2 3 4
2 3 2

4
2 3 4 6 3 2

4 2

2 12 2 4

s X sX sY Y sY Y
Xs

s
sY sX Y

sY Y sY Y
s s sY Y

s s s

s Y sY sY Y sY Y
s

Y
s s ss s s


    

 
   

    
       

   

      

  
  

 

Then 

   

       

   2

2 3

2

2 1

2 2
2 3

2 1 2 1 4 6

2 1

sY Y
X

s

Y
s s s

s
s s s s s s s

X
s s s s





 

 

   
   

         
 

   

       

   2

2 3

2

2 1

2 2
2 3

2 1 2 1 4 6

2 1

sY Y
X

s

Y
s s s

s
s s s s s s s

X
s s s s





 

 

   
   

         
 
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  

         

 

2 2

2 2

2

4 6

2 1 2 1

4 6 2 1 2 1 1 2

3

106 2
310 3 7 1 1 1 1 10 1

31
2 12 2 6 2 3 1

6
14 8 4 4 16

7

2

s A B C D
X

s s s s s s s

s As s s B s s Cs s Ds s

B

B D

D
X s

C s s s sC

A B C D

A


    

   

           

 


   
  

        
     
    

  


 

 
And 

 

 

 

 

2

2

2

7 1 1 1 1 10 1 7 1 10
3 3

2 6 2 3 1 2 6 3

1 1 1 2 1 1 2
1

3 2 3 1 3 3

t t

t t

X s x t t e e
s s s s

Y s y t e e
s s s





 
            

 
        
   

 

 

9. (a) (i), (ii) 

Let 1t x  , then 
1

1

t x
dt

dx

dy dy dt dy

dx dt dx dt 

 

  , 
2 2

2 21

1

t x
dt

dx

d y d dy d dy d dy dt d y

dx dx dx dx dt dt dt dx dt 

 

     
        

     

 and 
1

1 0
t x

x t
 

    . 

 

   

 

   

2 2

2 2

1

2 2

1 ' 1 0 0 ' 0 0

 

t x

d y dy d y dy
y x y t

dx dx dt dt

y y y y

 

 

 
      

 
       

, 

where    
1    for  0 1

1
0    otherwise

t
t t 

 
   


 

(b)  

   
             

 
   

  

2

2 22

2

2
2 2

0 ' 0 0

2 2 1

 

d y dy
y t

s Y s sY s Y s B s s s Y s B sdt dt

y y

B s B s
Y s

s s s s




  
       

  

  
   

  

   
             

 
   

  

2

2 22

2

2
2 2

0 ' 0 0

2 2 1

 

d y dy
y t

s Y s sY s Y s B s s s Y s B sdt dt

y y

B s B s
Y s

s s s s




  
       

  

  
   

 

   

       

 

2

2 1 2 1

1
2 2

2
2 2 1 1 2 2 3

3
2 6

1

3

1 1 1 2 1

3 2 3 1

A B C
Y

s s s s s s

A
A

A s s Bs s Cs s C C

B

B

Y s
s s s

   
   


  

  
 

            
  



    
 
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(c)   
   

1

1 3
1 2 1

12 1 1 2

3

 

a
a b

a s b s
s s s s

b




        
      



 

So      

1 1

3 3

1 2
Y s B s B s

s s
 

 
. 

(d) 

           

   

2 2

2

1 1

3 3

1 2 3 3 3 3

3 3

t t t t

t t

e e e e
Y s B s B s B s B s B s

s s

e e
y t t

 



     
          

       

 
    

 

L L L

 

L           

   

2 2

2

1 1

3 3

1 2 3 3 3 3

3 3

t t t t

t t

e e e e
Y s B s B s B s B s B s

s s

e e
y t t

 



     
          

       

 
    

 

L L L L           

   

2 2

2

1 1

3 3

1 2 3 3 3 3

3 3

t t t t

t t

e e e e
Y s B s B s B s B s B s

s s

e e
y t t

 



     
          

       

 
    

 

L L L L           

   

2 2

2

1 1

3 3

1 2 3 3 3 3

3 3

t t t t

t t

e e e e
Y s B s B s B s B s B s

s s

e e
y t t

 



     
          

       

 
    

 

L L L

 

           

   

2 2

2

1 1

3 3

1 2 3 3 3 3

3 3

t t t t

t t

e e e e
Y s B s B s B s B s B s

s s

e e
y t t

 



     
          

       

 
    

 

L L L
 

  

And       
0

 ,    0

t

f g t f t g d t       

 

 

 

 

 

2

2
0

1 2

0

   for 0 1
3 3

3 3
    for 1

3 3

t tt

t t

tt

e e
d t

e e
t

e e
d t





  



  

 



 

  
    

    
    

   
  

 





 

 
 

 
   

 
 

 
 

2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

0 0

3 3 3 3 3 3

1 1 1

0 03 3 3 6 3 3 6 6 3 6 2

t t t tt t tt t t

t t t tt t t t t t

e e e e e e
d d d d

t te e e e e e e e
d t d t

    

  

     

 

       

      

   
       

   

               

   

 

 

 
 

 
   

 
 

 
   

1 1 1 12 2 2

0 0 0 0

1 1 2 2 2 11 2

0 0

3 3 3 3 3 3

1 1

0 03 3 3 6 3 3 6 6

t t tt t t

t t tt t t t t

e e e e e e
d d d d

e e e e e e e e
d t d t

    
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